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Examen: Processus de branchement en temps et espace continus.

Tous documents autorisés. Sujet recto-verso.

Exercice 1 : CSBP conditionné à tendre vers l'in�ni. On considère un CSBP surcritique

X := (Xt, t ≥ 0) de mécanisme Ψ. On suppose pour simpli�er que le CSBP a une moyenne
�nie, qu'il n'admet pas de partie di�usive (σ = 0), et que ρ := inf{x > 0 : Ψ(x) > 0} ∈]0,∞[.
On rappelle que dans ce cas Ψ prend la forme suivante :

Ψ(λ) = γλ+

∫ ∞
0

(e−λx − 1 + λx)π(dx),∀λ ≥ 0,

où γ = Ψ′(0+) ∈]−∞, 0[ et
∫∞

0
x∧ x2π(dx) <∞. On note le semi-groupe de X, (Pt)t≥0. Pour

tout λ ≥ 0, on dé�nit eλ(x) := e−λx pour tout x ∈ [0,∞[. On rappelle que (Pt)t≥0 satisfait
quelque soit t ≥ 0,

Pteλ(x) := Ex[e−λXt ] = e−xut(λ) avec
d

dt
ut(λ) = −Ψ

(
ut(λ)

)
et u0(λ) = λ.

On rappelle que l'on a la dichotomie suivante : Px-presque sûrement, Xt −→
t→∞
∞ ou Xt −→

t→∞
0.

1. Soit h(x) := 1 − e−xρ pour tout x ≥ 0. Montrer que h est une fonction invariante du
semi-groupe (Pt)t≥0, c'est-à-dire que pour tout t ≥ 0, Pth(x) = h(x) pour tout x ≥ 0.
En déduire que (h(Xt), t ≥ 0) est une martingale et retrouver l'égalité vue en cours

Px(Xt −→
t→∞
∞) = h(x).

2. Pour toute fonction borélienne f positive ou bornée dé�nie sur ]0,∞[, on dé�nit pour
x > 0,

P∞t f(x) := Ex
[
h(Xt)

h(x)
f(Xt)

]
.

Véri�er que P∞t 1 = 1 pour tout t ≥ 0, puis montrer la propriété de semi-groupe : pour
tous s, t ≥ 0, x > 0,

P∞t+sf(x) = P∞t (P∞s f)(x).

3. On note P∞ la loi du processus conditionné à tendre vers l'in�ni, autrement dit P∞(·) :=
P(· |Xt →

t→∞
∞). Le processus sous P∞ est Markovien, montrer qu'il a pour semi-groupe

(P∞t )t≥0, c'est-à-dire E∞x [f(Xt)] = P∞t f(x) quelque soit f bornée ou positive.

4. On note maintenant le processus de loi P∞,X∞. Soit P∞t (x, dz) sa loi au temps t lorsqu'il
est issu de x > 0. Montrer que P∞t (x, dz) converge étroitement lorsque x tend vers 0
vers une loi ηt(dz) portée sur ]0,∞[. Exprimer la transformée de Laplace de ηt à l'aide
de la fonction λ 7→ ut(λ).

Vous n'avez besoin que des résultats des questions 2 et 3 pour les questions suivantes.

5. Soit D := vect{eλ, λ > 0}. Montrer queX∞ est solution du problème martingale (L∞,D)
avec L∞f := Lhf

h
où L est le générateur du CSBP, f ∈ D et pour rappel h = 1 − eρ.

On pourra admettre et utiliser le fait que le semi-groupe (P∞t )t≥0 satisfait la propriété
de Feller.
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6. Montrer que L∞f = Lf + Af , avec Af := (Lf)eρ−L(feρ)

1−eρ , retrouver l'identité suivante

Leλ(x) = xeλ(x)Ψ(λ), valable pour tous λ, x ≥ 0, puis établir que pour tout x > 0

Aeλ(x) = xeλ(x)
eρ(x)

1− eρ(x)

(
Ψ(λ)−Ψ(λ+ ρ)

)
.

7. Soit Φ(λ) := Ψ(λ+ ρ)−Ψ(λ) pour tout λ > 0. A l'aide de l'identité suivante

Ψ(λ+ ρ) = Ψ′(ρ)λ+

∫ ∞
0

(e−λh − 1 + λh)e−ρhπ(dh),

montrer que Φ est une fonction de Bernstein sans terme de dérive ni de meurtre et avec
mesure de Lévy ν(dh) := (1− e−ρh)π(dh). En déduire que quelque soit f ∈ D et x > 0

L∞f(x) = Lf(x) +
xeρ(x)

1− eρ(x)

∫ ∞
0

(f(x+ h)− f(x)) ν(dh).

Exercice 2 : Processus des temps d'extinction. On considère un �ot de CSBPs càdlàgs

(Xt(x), t ≥ 0, x ≥ 0) de mécanisme Ψ. On a donc pour tout t ≥ 0,(Xt(x), x ≥ 0) subordinateur
(au sens faible) d'exposant de Laplace λ 7→ ut(λ) et pour tous x, y ≥ 0, (Xt(x+y)−Xt(x), t ≥ 0)
CSBP càdlàg de mécanisme Ψ indépendant de (Xt(x), t ≥ 0). On note P la loi du �ot et on
pose

Tx := inf{t ≥ 0 : Xt(x) = 0}.
On suppose Ψ critique ou sous-critique (Ψ′(0+) ≥ 0).

1. Démontrer que P(Tx ≤ t) = e−xut(∞) où ut(∞) := lim
λ→∞

↑ ut(λ). Soit t > 0. Justi�er que

ut(∞) < ∞ si et seulement si
∫∞ du

Ψ(u)
< ∞ (condition de Grey). Dans ce cas que vaut

P(Tx <∞)?

On suppose dorénavant
∫∞ du

Ψ(u)
<∞.

2. Justi�er l'identité E(Tx) =
∫∞

0
P(Tx > t)dt et en déduire l'expression

E(Tx) =

∫ ∞
0

(1− e−xz) dz

Ψ(z)
.

Montrer que E(Tx) <∞ ssi
∫

0
z

Ψ(z)
dz <∞. Que dire dans le cas sous-critique ?

3. Montrer que Tx+y = max(Tx, Tx,x+y) presque sûrement, pour une certaine variable aléa-
toire Tx,x+y indépendante de Tx et de même loi que Ty.

4. Justi�er à l'aide de la question précédente que (Tx, x ≥ 0) est un processus de Markov
homogène en temps et montrer que son semi-groupe (Qy)y≥0 satisfait pour toute fonction
f borélienne bornée ou positive et tous y, t ≥ 0

Qyf(t) := Et[f(Ty)] = f(t)e−yut(∞) + y
∫∞
t
f(r)Ψ(ur(∞))e−yur(∞)dr.

Justi�er l'existence d'une version càdlàg du processus.

5. On suppose Ψ à variation in�nie. On rappelle la construction Poissonienne du �ot de
CSBPs : pour tout x ≥ 0, X0(x) = x et quelque soit t > 0,

Xt(x) =
∑

xi≤xX
i
t ,

avec N =
∑

i∈I δ(xi,Xi) une mesure aléatoire de Poisson sur [0,∞)×D d'intensité λ⊗NΨ

où D est l'espace des fonctions càdlàgs, λ est la mesure de Lebesgue et NΨ la mesure
d'amas. Exprimer le processus (Tx, x ≥ 0) à l'aide deN . On pourra introduire la fonction
T (X) := inf{t > 0 : Xt = 0} sur D. On note le saut au point x : ∆Tx := Tx − Tx−.
Que représente l'ensemble aléatoire R := {x > 0 : ∆Tx > 0} en termes du modèle de
population ? Retrouver la fonction de répartition de Tx à l'aide d'un calcul Poissonnien.

6. (bonus) A partir du résultat de la question 4, déterminer la forme du générateur de
(Tx)x≥0 et donner un sous-espace de son domaine.


