Préparation au CAPES : Exercices

1 Notion de probabilité, probabilité conditionnelle, indé-
pendance et probabilité sur un univers fini

Exercice 1 Soit Q = {1,2,3,4}. Décrire toutes les parties de €, puis vérifier que card(P(Q)) =
2%, Démontrer que si card () = n alors card(P(2)) = 2»

Exercice 2 Montrer que pour tous n,p € N,

() =G5 = G =0)- G

Exercice 3 Soient A , B et C trois parties d’'un méme ensemble E.

1. Justifier :
(AUB) =A°NB° et (ANDB)°= A°UDB°".

2. Justifier les relations ensemblistes suivantes :
AN(BUC)=(ANB)U(ANC) et AU(BNC)=(AUB)N(AUCQC).
3. Donner une forme simplifiée des expressions :
(AUB)N(AUB) et (AUB)N(A°UB)N(A°UB°).

Exercice 4 Exprimer chacun des événements suivants a l'aide des opérations de complémen-
tation, union et intersection :

« A et B se réalisent, mais pas C' » ;

« au moins un des trois événements A , B, C se réalise » ;

« au plus un des trois événements A , B, C se réalise » ;

« aucun des trois événements A , B, C se réalise » ;

« les trois événements A , B, C se réalisent ».

Exercice 5 Combien d’anagrammes peut-on obtenir en utilisant les lettres PHYSIQUE ? les
lettres MATHEMATIQUES ?

Exercice 6 Soit €2 I'univers associé a I'expérience aléatoire consistant & lancer une piéce trois
fois. Soit A I’événement « Face apparait deux fois » , B I’événement « Face apparait au moins
deux fois » et C' I’événement « Face apparait lorsque Pile est apparu au moins une fois » .
Donner les éléments de A, B, C, et décrire AN B, AN B¢, ANC .

Exercice 7 Donner un univers (on dit aussi espace des états, ou ensemble fondamental) pour
les expériences aléatoires suivantes :
— Lancer d’une piéce de monnaie.



Deux lancers successifs d’une méme piéce de monnaie

— Lancer d’un dé

— Deux lancers successifs d’'un méme dé, et on s’intéresse a la somme des nombres obtenus
— Lancer d’un méme dé indéfiniment

— Durée de vie d'un humain

— Promenade d’un ivrogne dans une rue (un pas en avant, un pas en arriére)

— Trajectoire d’une poussiére sur la surface de 'eau pendant un intervalle de temps [0, 7.

Exercice 8 Décrire les événements suivants comme des sous-ensembles de I'espace des états
Q.

Le premier jet donne pile

La somme des résultats donne 4

Le premier 1 est obtenu au N-iéme lancer
— L’individu atteint au moins 50 ans

— L’ivrogne avance au N-iéme pas.

Exercice 9 Soit (€2, F,P) un espace probabilisé quelconque (ici 2 n’est pas forcément fini).
— On considére n + 1 événements A4, ..., A,, A tels que A;NA;N...NA, C A. Montrer que

P[A] > Z]P[Ai] —(n—1).

— Un systéme est constitué de 3 composants, chacun tombant en panne avec probabilité
3/4. Donner une minoration de la probabilité que les 3 composants tombent en panne
simultanément.

Exercice 10 Quelle est la probabilité pour que sur k personnes, deux au moins aient leur
anniversaire le méme jour? (on supposera qu’une année est composée de 365 jours). Pour
quelles valeurs de k cette probabilité est > 1/27

Exercice 11 On suppose que dans une course il y a n chevaux au départ et qu’ils ont la méme
chance de gagner. Calculer la probabilité de gagner le tiercé dans l'ordre, la probabilité de
gagner le tiercé dans 'ordre ou dans un ordre différent, la probabilité de gagner le tiercé dans
un ordre différent.

Exercice 12 Un joueur de poker recoit une main de 5 cartes d’un jeu de 32 cartes. Quelle est
la probabilité qu’il regoive :

— une seule paire (deux cartes de méme hauteur)

— deux paires

— un brelan (exactement trois cartes de méme hauteur, et pas de paire)

— un carré (quatre carte de méme hauteur)

— un full (un brelan et une paire) 7

Exercice 13 Au loto, le joueur doit cocher 6 numéros dans une grille en comportant 49. Un
tirage consiste a extraire, sans remise, 6 boules numérotées d’une urne, dont les numéros sont
dits gagnants, et une 7-iéme boule fournissant le numéro complémentaire. On est gagnant
— au premier rang : si on a coché les 6 numéros gagnants
— au second rang : si on a coché 5 numéros gagnants et que le 6-éme est le numéro complé-
mentaire



— au troisieme rang, si on a coché 5 numéros gagnants.
On considére une grille et on note

pr = P(la grille est gagnante au k-iéme rang).
Calculer p, pour k € 1,2, 3.

Exercice 14 On considére un systéme formé de six machines identiques dont la probabilité
d’étre en fonctionnement est p. Les fonctionnements des différents appareils sont supposés
indépendants. Les machines peuvent étre reliées de différentes fagons :
— elles sont dites "en série" si et seulement si le systéme est en panne dés que 'une des
machines est en pannes.
— elles sont dites "en paralléle" si et seulement si le systéme fonctionne dés que I'une des
machines fonctionne.
Quelle est la probabilité que le systéme fonctionne lorsque :
— on a six machines en série 7
— on a six machines en paralléle ?
— on a deux groupes en série constituées chacune de trois machines en paralléle ?

Exercice 15 Un antivirus assure avec une fiabilité de a = 95% la détection d’un malware
M lorsqu’il est effectivement présent. Cependant, le test indique aussi un résultat faussement
"positif" pour b = 1% des systémes réellement sains & qui on 'applique. On suppose qu 'une
proportion p = 0.5% des systémes ont le malware M.

1) En considérant que les paramétres a, b et p sont des probabilités, déterminer la probabilité
qu’un systéme soit vraiment atteint sachant qu’il a un test positif?

2) On suppose maintenant que a, b et p sont définis comme ci dessus mais qu’on ne connait
plus leur valeur numérique. A quelles conditions sur ces valeurs le test est-il utile?

Exercice 16 Une famille a deux enfants. On cherche la probabilité que les deux enfants soient
des garcons, sachant qu’au moins un est un garcon ?
1) Prenons en compte I’age des enfants : le plus jeune et le plus 4gé peuvent étre chacun des
garcons. Donner I'univers. On suppose que chaque configuration a la méme probabilité.
2) Calculer la probabilité.
3) Sachant maintenant que le plus jeune enfant est un garcon, quelle est la probabilité que
les deux soient des garcons ?

Exercice 17 Une urne contient 9 boules numérotées de 1 4 9. On tire deux boules. Déterminer
la probabilité d’obtenir 2 boules portant des numéros de méme parité dans les cas suivants.
1) On tire les 2 boules simultanément.
2) On tire une boule, on ne la remet pas, on en tire une deuxiéme (on parle de tirage sans
remise).
3) On tire une boule, on la remet, on en tire une deuxiéme (tirage avec remise)

Exercice 18 On considére deux urnes. Chaque urne contient des boules colorées. La premiére
urne contient 2 boules blanches et 3 boules noires. La deuxiéme urne contient 3 blanches et
4 noires. On tire une boule au hasard dans la premiére urne et on la place dans la deuxiéme.
On suppose que toutes les boules ont la méme chance d’étre tirée (rappeler le nom de cette
hypothése). On tire alors au hasard une boule dans la deuxiéme urne et on 'examine. Quelle
est la probabilité que la boule soit noire ?



Exercice 19 Quelle est la probabilité d’obtenir un six en lancant un dé equilibré ? Quelle est
la probabilité d’obtenir un double six en lancant deux dés equilibrés ? Quelle est la probabilité
d’obtenir au moins un six en lancant n fois un dé équilibré 7 Quelle est la probabilité d’obtenir
au moins un double six en lancant n fois deux dés équilibres ?

Exercice 20 Les coefficients a, b, ¢ de I'équation quadratique az? +bx + ¢ = 0 sont déterminés
en lancant trois fois un dé équilibré. Quelle est la probabilité que les racines soient réelles?
Complexes non réelles ?

Exercice 21 Un domino est un rectangle comportant deux parties [i|j]. Sur chacune de ces
parties figurent entre 0 et 6 points. Les dominos [i|j] et [j]i] ne sont pas distingués.

1. Combien de dominos différents peut-on ainsi obtenir ?

2. On suppose que 'on a un jeu complet de dominos. On prend I'un de ces dominos au
hasard.

(a) Quelle est la probabilité que ce soit un double ?
(b) Quelle est la probabilité que la somme des points soit 6 ?

(¢) Quelle est la probabilité que ce soit un double si I'on sait que la somme des points
vaut 67

3. On retire du jeu les dominos dont la somme des points est 6, et on en tire un parmi les
dominos restants. Quelle est la probabilité que ce soit un double ?

4. On dit que des dominos sont amis si I'une de leurs parties a le méme nombre de points. A
partir du jeu complet, on tire deux dominos. Quelle est la probabilité qu’ils soient amis ?

Exercice 22 On dispose de deux dés, 'un honnéte , et I'autre pipé pour lequel la probabilité
d’obtenir 6 est 1/3 tandis que les autres faces ont toutes la méme probabilité.

1) On choisit un dé au hasard et on le lance. Quelle est la probabilité de faire 67

2) On choisit un dé au hasard et on le lance 4 fois. Quelle est la probabilité d’obtenir au
moins une fois 67

3) On joue 4 fois en choisissant chaque fois au hasard I'un des dés. Quelle est la probabilité
d’obtenir au moins une fois 67

Exercice 23 On note §2 'ensemble des huit résultats de trois lancers successifs d’une piéce
de monnaie et on considére les deux événements suivants : A="le premier jet donne un pile",
B="pile est amené au moins deux fois”. Si on suppose que tous les éléments de €2 sont équibro-
bables, A et B sont-ils indépendants ?

Exercice 24 On dispose de deux piéces A et B.
— La piéce A est équilibrée, au sens ou elle donne face et pile avec probabilité %
— La piéce B donne face avec probabilité p et pile avec probabilité 1 — p
On effectue une succession de lancers selon le procédé suivant :
— On choisit une des deux piéces A, B au hasard, on la lance
— A chaque lancer, si on obtient face, on garde la piéce pour le lancer suivant, sinon on
change de piéce.
Pour tout entier naturel, on note A, ’événement

« le n-iéme lancer se fait avec la piéce A »



Soit a, = IP[A,], 'objectif est d’étudier la suite (a,,n > 1).

1) Montrer que a; = %,
2) Montrer que a,11 = 3a, + (1 — p)(1 — a,),
3) Montrer que pour tout n > 1

IN""! /1
Qp = - = - —
P=3 2

4) Déterminer la limite de (a,,n > 1).

N =
|

3

N———
+

—

|

s

2 Variables aléatoires discrétes et leurs lois.

Exercice 25 Soit n un entier naturel non nul. Une personne effectue n lancers indépendants
d’une piéce parfaitement équilibrée. Soit X,, le nombre de "piles" obtenus.
1) Quelle est la loi de X,, 7 quelle est son espérance ? sa variance 7
2) Calculer la probabilité pour qu’a l'issue des n lancers, le nombre de piles soit strictement
supérieur au nombre de faces.

Exercice 26 Une urne contient N, boules blanches, N,, boules noires. Posons N = N,, + NV,
On tire avec remise r boules de 'urne. Soit X la variable aléatoire égale au nombre de boules
blanches tirées. Déterminer la loi de X et reconnaitre cette loi.

Exercice 27 On lance un dé a six faces non-truqué indéfiniment
— Décrire 'univers €2 associé a cette expérience aléatoire
— Soit n € N* et A,, 'événement "on obtient 1 pour la premier fois au n-iéme jet". Calculer
la probabilité de I’événement A,
— Soit n € N*, B,, '’événement « on obtient 1 aux n premiers jets » et soit B ’événement
« on obtient toujours 1 ». Calculer la probabilité de B, et B

Exercice 28 Calculer la fonction de répartition de :
— la loi uniforme sur {1,...,n}
— la loi de Bernoulli de paramétre p
— la loi Binomiale de paramétres 4 et %
— la loi géométrique de paramétre p.

Exercice 29 On admet que si 0 < x <1 et r € N*,
1 ~(k+r—1\ ,
<1—x>r‘z< r—1 )

Considérons une urne contenant des boules blanches en proportion p, des boules noires en
proportion 1 — p.
On effectue des tirages avec remise dans cette urne jusqu’a ’obtention de r boules blanches.
Soit X le nombre de boules noires obtenues (avant la réme boule blanche).

1) Calculer P[X = k] pour tout k € N.

2) Montrer que I’on obtient presque-siirement r boules blanches

3) Calculer E[X].



Exercice 30 Une urne contient N boules numérotées de 1 4 N. On en tire n une 4 une (n < N).
On étudiera d’abord le cas avec remise, puis sans remise.
Soit X et Y le plus petit et le plus grand des nombres obtenus

a) Calculer P(X > z) pour tout x € [|1,n|]. En déduire la loi de X.

b) Calculer P(Y < y) pour tout y € [|1,n|]. En déduire la loi de Y.

Exercice 31 Soit a un nombre réel, et X une variable aléatoire a valeurs dans N, telle que :

pour tout k € N,
a

P{)( ::kﬂ:: §EZE
a) Déterminer a.
b) La variable aléatoire X admet elle une espérance ? Si oui, la déterminer.

c¢) La variable aléatoire X admet elle une variance ? Si oui, la déterminer.

Exercice 32 Un garagiste dispose de 2 voitures de location. Chacune est utilisable en moyenne
4 jours sur 5. Il loue les voitures avec une marge de 50 euros par jour et par voiture. On considére
X la variable aléatoire égale au nombre de clients se présentant chaque jour pour louer une
voiture. On suppose X (2) = {0,1,2,3} avec

PX =0]=0,1 PX=1=0,3 PX=2=04 P[X=3]=0,2.

a) Déterminer la loi de la variable aléatoire Y représentant le nombre de clients satisfaits
par jour
b) Calculer la marge moyenne par jour.

Exercice 33 Une urne contient initialement une boule blanche et une boule rouge.
On effectue des tirages successifs d’'une boule dans I'urne selon le protocole suivant : aprés
chaque tirage, la boule tirée est remise dans 'urne et on rajoute dans 'urne une boule de
la méme couleur, avant le tirage suivant. Pour tout entier non nul n, on note X,, la variable
aléatoire égale au nombre de boules blanches obtenues au cours des n premiers tirages.

— Déterminer la loi de X;.

— Déterminer la loi de X,.

— Montrer que la loi de X, est donnée par P(X,, = k) = —=.

Exercice 34 a) On va montrer que

QHZ_I k _(2n
S~ \n—1 S \n )
a-1) Montrer que > 7!, (") est le coefficient de X"~ dans le polynome

n—1

2n—1

P(X)= > (1+X)~

k=n—1
a-2) En utilisant la formule 37" ! ¢% = q”’l% pour ¢ # 1, montrer que

(I+ X)) —(1+X)"!
X Y

P(X) =

en déduire le résultat.



b) Une urne contient n boules blanches et n boules noires. On tire les boules une a une
sans remise. Soit X la variable aléatoire représentant le rang de sortie de la derniére boule
noire. Déterminer la loi de X et E[X].

Exercice 35 On joue a pile ou face avec une piéce non équilibrée. A chaque lancer la probabilité
d’obtenir pile est 2/3, et face 1/3. Les lancers sont supposés indépendants. On note X la variable
aléatoire réelle égale au nombre de lancers nécessaires pour I'obtention, pour la premiére fois
de deux piles consécutifs.
Soit n un entier naturel non nul. On note p, la probabilité de I'événement (X = n).
1) Expliciter les événements (X = 2), (X = 3),(X = 4), (X = 5). Déterminer la valeur de
D1, D2, D3, P4 €t ps
2) A T'aide de la formule des probabilités totales, en distinguant deux cas selon le résultat
du premier lancer, montrer que
1

2
Vn > 3,p, = §pn72 + gpnfl-

3) En déduire I'expression de p,, en fonction de n pour n > 1.
4) Calculer E[X].

Exercice 36 1) Déterminer «, 3,7 tels que pour tout k € N*,

1 I
k(k+1)(k+2) k k+1 k+2

2) Soit a € R. Déterminer a pour que

k(k+1)(k+2)

P =

soit une loi de probabilité.
3) Cette loi de probabilité admet elle une espérance ? une variance 7

Exercice 37 (A faire!) Soit P une probabilité et X une variable aléatoire & valeurs dans N*.
1) Montrer que pour tout n € N*,

n—1

im[x =k = (Z P[X > k:]) —nP(X > n).

2) On suppose que lim nP(X > n) = 0 et que la série de terme général u, = P(X > k)
n—oo

converge. Montrer que X admet une espérance et que
E(X) =Y P(X > k).
k=1

3) Réciproquement, on suppose que X admet une espérance. Montrer que

lim nP(X >n) =0

n—o0

et en déduire

E[X] = il@[x > k.



Exercice 38 Soit X une v.a.r discréte telle que X () = N. Montrer que
1) Si E(X) existe, E(X) => 7" P[X > k.
2) Si E[X(X —1)] existe,

E[X(X —1)] = QiiP[X > n).

p=2 n=p

Exercice 39 (Une marche aléatoire) On étudie le cours en bourse d’une action. On sup-
pose que les variations journaliéres sont indépendantes les unes des autres. On convient de noter
0 le cours au début de I'observation. On suppose que chaque jour, 'action monte d’une unité
(+1) avec probabilité p ou descend d’une unité (-1) avec probabilité 1 — p. On note Xs,,, le
cours constaté le 2n-éme jour.
Par exemple si n=2, et que le cours & baisser les trois premiers jours et monté le quatriéme
jour,ona Xy =—-1—-1—-14+1=-2
1) Quelles sont les valeurs prises par Xs, 7
2) On note Y5, le nombre de jours parmi les 2n jours d’observation ou I'action a monté ; et
Zon le nombre de jours parmi les 2n jours, ol 'action a baissé. Quelles sont les lois de
probabilité de Y5, et Zs,, 7 Donner leur espérance.
3) Quelles relations lient d’une part n et Y, Zs,, et d’autre part Xo,, Y, et Zs, 7
En déduire une expression de Xy,? Montrer que pour tout k € [| — n,nl]

2n
P[X,, = 2k] = gk
[Xan ] (n N k>p q
4) On suppose dans cette question que p = %, et on note p,, la probabilité que I'action ait
monté ou soit restée stable a l'issue des 2n jours d’observation. Montrer que

Exercice 40 Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes, a valeurs dans N.
— Déterminer en fonction de la loi de X et de la loi de Y, laloide Z = X +Y.
— Déterminer la loi de 7' = min(X,Y).

Exercice 41 — Montrer que la somme de n variables aléatoires indépendantes de Bernoulli
de paramétre p est une loi binomiale de paramétres n, p.

— Montrer que la somme de n variables aléatoires de Poisson de paramétres Ay, ..., A, res-
pectivement est une loi de Poisson de paramétre . \;

3 Couples de variables aléatoires discrétes.

Exercice 42 (Loi multinomiale) Soit une urne contenant des boules blanches en proportion
p, des boules rouges en proportion ¢, des boules noires en proportion r, (p+¢g+r = 1). On tire
n boules avec remise
1) Calculer la probabilité de I’événement E= « on obtient x boules blanches, y boules rouges
et z noires »



2) Soit X et Y les variables aléatoires définies par
X est le nombre de boules blanches obtenues.
Y est le nombre de boules rouges obtenues.

a) Calculer la loi du couple (X,Y)
b) Déterminer les lois marginales de X et YV et les lois de Y sachant X = z, et de X
sachant Y = y.

Exercice 43 On considére un entier naturel N supérieur ou égal & 3. Une urne contient N
boules numérotées de 1 & N. On y effectue des tirages successifs d'une boule avec remise de la
boule tirée aprés chaque tirage, jusqu’a obtenir pour la premiére fois un numéro déja tiré. On
note alors Ty le rang aléatoire de ce dernier tirage.
Par exemple, si on a obtenu successivement les numéros 1-5-4-7-3-5, la variable Ty prend la
valeur 6. Alors que si on a obtenu 5-4-2-2 la variable T prend la valeur 4.
1) Déterminer la loi, 'espérance et la variance de Tj.
2) Soit N >3
a) Déterminer ’ensemble des valeurs que peut prendre Ty.
b) Calculer P[Ty = 2|, P[Ty = 3] et P[Tx = N + 1]
¢) Prouver pour tout entier k de {1,..., N}, les égalités

P[TN>k]_ﬁ_lﬁ<1—%>.

=0

En déduire la loi de la variable aléatoire Ty

Exercice 44 Une urne contient une boule blanche et une boule noire, les boules étant indis-
cernables au toucher. On y préléve une boule, chaque boule ayant la méme probabilité d’étre
tirée, on note sa couleur, et on la remet dans 'urne avec ¢ boules de la couleur de la boule tirée.
On répéte cette épreuve, on réalise ainsi une succession de tirages (n > 2).

On considére les variables aléatoires (X;)1<i<, définies par :

X; = 1 si on obtient une boule blanche au i-éme tirage.

X; = 0 sinon.

On définit, pour 2 < p < n, la variable aléatoire Z, par

Zp == i X,L
=1

1) Déterminer la loi du couple (X7, X5). En déduire la loi de Xs.
2) Déterminer la loi de Z,
3) a) Déterminer Z,(£2). Soit p <n —1
b) Déterminer P(X,.; = 1|Z, = k) pour k € Z,(12). En utilisant la formule des probabi-

lités totales, montrer que
1+ cE|Z
PlXp1 =1] = 2—[10]
+ pc



¢) Montrer par récurrence que pour tout p € [|1,nl],

Exercice 45 On considére n urnes numérotées de 1 a n. La premiére urne contient des boules
blanches et des boules noires; la proportion de boules blanches est p;. Les urnes suivantes
contiennent chacune a boules blanches et a boules noires.

On effectue n tirages de la maniére suivante : on tire une boule de la premiere urne que l'on
place dans la deuxiéme urne, puis on tire une boule de la deuxiéme urne que I'on place dans la
troisiéme, et ainsi de suite jusqu’au tirage dans la derniére urne.

Pour 1 < k < n, on désigne par X; la variable aléatoire égale a 1 si la boule tirée dans la
k-iéme urne est blanche, égale a 0 si la boule tirée de la kéme urne est noire.
1) Déterminer les lois de probabilités de X; et X, puis leurs espérances et leurs variances
en fonction de p; et de a.
2) Démontrer qu’il existe une valeur de p; pour laquelle X; et X, suivent la méme loi de
probabilité.
3) Pour cette valeur de p; étudier 'indépendance de X; et X,. Pour 1 < k < n, on pose
4) Démontrer qu’il existe une matrice M dépendant de a telle que pour k € [|1,n — 1]

Pet1 ) _ ar( Pk
Qk+1 Ak
5) Déterminer M™ pour n € N, puis déterminer la loi de X,.
6) Déterminer lim p, et lim g,.
n—oo

n—o0

Exercice 46 Soit (X,Y) un couple de variables aléatoires a valeurs dans N x N tel que :
V(j, k) € N2,
(J + k)NTE
ejlk!
a) Déterminer . (On pourra étudier f : x +— 2ze**~! — 1) sur R,.
b) Déterminer les lois de X et de Y. Les variables X et Y sont elles indépendantes ?

PUX =3 n{Y =k}) =

Exercice 47 Soit X et Y deux variables indépendantes vérifiant :

pour tout n € N.
1) Déterminer a.
2) Calculer E[X] et V(X)
3) Déterminer la loide S = X + Y.

Exercice 48 On dispose d’un dé équilibré a 6 faces et d’une piéce truquée telle que la pro-
babilité d’apparition de pile soit égale & p. Soit N un entier naturel non nul. On effectue N

10



lancers du dé; si n est le nombre de 6 obtenus, on lance alors n fois la piéce.
On définit trois variables aléatoires X, Y, Z de la maniére suivante :
Z indique le nombre de 6 tirés parmi les NV lancers de dé.
X indique le nombre de piles obtenus parmi les lancers de la piéce.

Y indique le nombre de faces obtenues au lancers de la piéce.

1) Préciser la loi de Z, son espérance, sa variance.
2) Pour k € N,n € N, déterminer la probabilité conditionnelle P[X = k|Z = n].
3) Montrer que pour tout couple d’entiers naturels (k,n) :

PX =ket Z=n]= (Z) (Z)pk(l—p)"k (g)N_n (%)n Si0<k<n<N

= () sinon.

4) Calculer la probabilité P(X = 0).
5) Montrer que pour tout couple d’entiers naturels (k,n) tels que 0 <k <n < N

n\(N\ (N\(N-k
k)\n) \k)\n-k)
En déduire la probabilité P(X = k).
6) Montrer que la variable aléatoire X suit une loi binomiale de parameétre (N, £). Quelle
est la loi de Y7

7) Calculer la covariance de (X,Y). X et Y sont-elles indépendantes ?
8) Déterminer la loi du couple (X,Y).

Exercice 49 Soit X et Y deux variables aléatoires dans N*| telles que

P{X =i} N{Y =j}] = ;Lﬂ pour tout (i,7) € N* x N*

a) Calculer a

b) Déterminer les lois marginales de X et Y.
c) X et Y sont elles indépendantes ?

Exercice 50 Soit X une variable aléatoire uniforme sur [|1,n|] et Y une variable aléatoire
uniforme sur [|1, X|], déterminer la loi de Y et calculer E[Y].

Exercice 51 Soit n un entier naturel non nul, et X et Y deux variables aléatoires indépen-
dantes suivant toutes les deux des lois uniformes sur {1,...,n}.

1. Calculer P(X =Y) et P(X >Y).
2. Déterminer laloide D =Y — X.

Exercice 52 Soit X, X5, X3 des variables de Bernoulli, deux & deux indépendantes, prenant
les valeurs 0 ou 1 avec probabilité 1/2. On considére les variables

Y = X1 X et Z = X2X3
1. Déterminer la loi jointe de (Y, Z).
2. En déduire les lois marginales de Y et Z.
3. Calculer Cov(Y, Z) Les variables aléatoires X et Y sont-elles indépendantes ?
4. Calculer 'espérance et la variance de Y + Z et Y Z

11



4 Exercices sur les variables aléatoires a densité
Exercice 53 On considére une fonction F' définie par
Flz)=a si x<-1,

Fz)=bx+c si z€]—1,1],
Flz)=d si z>1.

1) Déterminer les valeurs de a, b, ¢ et d pour que F soit une fonction de répartition d’une
variable aléatoire a densité.

2) Représenter graphiquement F'.

3) Déterminer la densité de probabilité associée a F'.

Exercice 54 Soit f la fonction de R dans R™ définie par

1

Ve e [2,4] f(z) = /\m ;

fl@)=0 @ ¢[2,4].

1) Déterminer A € R pour que f soit une densité de probabilité.

2) Soit X une variable aléatoire de densité f. Déterminer sa fonction de répartition F.

3) Calculer I'espérance F(X) et la variance V(X)) de la variable aléatoire X. On pourra
utiliser les égalités

r=(x—-14+1, 2*=(@—-12+2x—-1)+1.

Exercice 55 Soit X une variable aléatoire réelle de densité py. Déterminer la densité de la
variable aléatoire Y dans les cas suivants :

— Y =aX +bou a,bsont des nombres réels et a #£ 0;

- Y =X?;

- Y =exp(X).
Résoudre cet exercice en utilisant les deux méthodes suivantes : le calcul de la fonction de
répartition, I'utilisation du théoréme de transfert.

Exercice 56 Soit X une variable aléatoire de loi normale centrée réduite.
— Démontrer que pour tout £ € N, 'intégrale fooo zFe"T dx est convergente. En déduire que
la variable aléatoire X admet des moments de tout ordre.
— Démontrer que 'application z € R +— p,(z) = \/LQ—We_T est bien une densité de probabilité.
— Montrer que X admet 0 comme espérance et 1 comme variance.
— Montrer que la variable aléatoire Y = 0X + m avec o, m deux réels non-nuls suit une
loi normale NV(m,o). En déduire que Y admet des moments de tout ordre et a pour

espérance m et variance o2.

Exercice 57 On considére une variable aléatoire réelle X dont la fonction de répartition Fx(z)
est donnée par :

Fy(z) = —(1+§)e*% six>0

1) Fx(x) est-elle continue sur R ?
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2) Déterminer lim,_,, o, Fix(x). Interprétation ?

3) Calculer la densité de probabilité fx(z). Quel est le mode de X 7
4) Calculer 'espérance et 'écart-type de X.

représentative de Fy(x).

5) Calculer P(1 < X < 2).

Exercice 58 Soit T' une variable aléatoire réelle, de densité de probabilité :
fr(t)=0 si t¢[-1,+1]

frt) =1 —1*) si te[-1,+1]

1) Calculer X et représenter graphiquement fr(t).

2) Déterminer la fonction de répartition Frp(t) et tracer sa courbe représentative.

3) Calculer la probabilité de I'événement |T'| > 1. Représenter cette probabilité sur chacun
des deux graphiques précédents.

4) Calculer 'espérance et la variance de T'. Quelle est sa médiane ?

Exercice 59 Soit U une variable aléatoire de loi uniforme sur [0, 1] ( sa densité de probabilité,
fu est définie par fy(z) = 1jp(x)). On pose

1
X=——InU) ;
SIn(U)
Fx est la fonction de répartition de X et fx sa densité de probabilité.
1. Rappeler la fonction de répartition Fyy(x) = P(U < ), x € R, de la variable aléatoire U.
2. Déterminer la fonction de répartition Fy et la densité de probabilité de la variable

aléatoire X.
3. Quelle est la loi de X 7 Donner les valeurs de E(X) et V(X). On rappelle que

—+o0
/ z"e *dxr =n! .
0

Exercice 60 La durée en heures de fonctionnement d’un ordinateur est une variable aléatoire
continue de densité :
f iz Ae 100 siz > 0;0 sinon.

1) Calculer A.
2) Quelle est la probabilité que 1'ordinateur fonctionne entre 50 et 100 heures ?
3) Quelle est la probabilité qu’il fonctionne moins de 100 heures ?

Exercice 61 (Taux de panne) 1) On suppose que la durée de vie d'un composant élec-
tronique est une variable aléatoire X de densité f continue, strictement positive sur R*
et nulle sur R_. On note F' la fonction de répartition de X.
a) On désigne par t et h deux réels strictement positifs. Exprimer & l'aide de la fonction
F' la probabilité que le composant tombe en panne avant l'instant ¢ + h sachant qu’il
fonctionnait a I'instant ¢. On appelle cette quantité p(t, h).

b) Etablir que lorsque h est au voisinage de 0, alors p(t,h) ~ IO _p.

1—F (D)
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¢) On définit
f(t)
1—F(t)
La fonction Ax est appelée fonction "taux de panne". Calculer pour tout ¢t > 0,
fot Ax (u)du. Déterminer une expression de la fonction de répartition F' de X en fonction
de /\Xn
d) Montrer que la fonction "taux de panne" est constante si et seulement si la variable
X suit une loi exponentielle, c’est & dire de densité f(x) = pe " 1gs .
2) On suppose que I'unité de mesure est 'année. Soit X une variable aléatoire avec taux de
panne \x(t) = t3.
e) Quelle est la probabilité que 'appareil de taux de panne X survive plus d'un an ?
f) Quelle est la probabilité que cet appareil, 4gé d’un an, survive plus de deux ans?

/\X:tl—>

Exercice 62 1) Quelle valeur de A faut-il prendre pour que f(z) = Nze *1,cg, soit une
densité ?
2) Calculer E[X] et V(X).

Exercice 63 1) Déterminer A tel que f : ¢t — Ae” !l soit une densité sur R. Soit X une
variable aléatoire de densité f.
2) Déterminer la fonction de répartition associée.
3) Démontrer que tous les moments existent et qu’on a

E[X*] = %[1 + (=1)¥] /OOO the~tdt.

4) On rappelle la définition de la fonction Gamma :

I'(z) = / t"teTtdt,
0
montrer que I'(x + 1) = 2['(z) et en déduire E[X*].

Exercice 64 (Loi de Cauchy) 1) Déterminer X tel que f(x) = m définie sur R soit
une densité de probabilité.
2) Calculer sa fonction de répartition
3) Montrer que cette loi ne posséde aucun moment.

Exercice 65 Soient N; et N, deux variables aléatoires gaussiennes centrées réduites indépen-
dantes. Soit la variable aléatoire C' = % Déterminer la fonction de répartition de C et en
déduire que C' suit une loi de Cauchy.

Exercice 66 Soient X; et X5 deux variables aléatoires indépendantes de loi gaussiennes de
moyennes respectives my et mo et de variances respectives Jf et 03. Montrer que X; + X5 suit
une loi gaussienne de paramétres my + my et o3 + o2,

Exercice 67 Soient X; et X, deux variables aléatoires indépendantes de loi Gamma de para-
métres (p,0;) et (p,02). Clest a dire que X;, i = 1,2, a pour densité
0;

fi(z) = =—~—~e %P~ dx.

L'(pi)
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— Montrer que X; + X, suit une loi Gamma, donner son paramétre.
— On note

1
B(r,r') = / A ) Ly )
0

Pour quelles valeurs de r,r" cette intégrale est-elle convergente ? Montrer que pour tout
r,r' >0,
L'(r)[(r
sy DOTE).

C(r 4 ")
Exercice 68 (Loi Gamma) On dit qu'une variable aléatoire Z suit une loi I'(\,n), ou n € N
et A € RT, si Z a pour densité de probabilités la fonction :

ATL
12(2) = =
1) Vérifier que la loi T'(\,n) est bien définie, puis calculer E[Z], E[Z?] et V[Z].
2) Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes de lois respectives I'(A,m) et
['(A\,n). Déterminer la loi jointe du couple (U, V') défini par :

2L e™ 1 (2)

X
X+Y

3) Déterminer les lois marginales de U et V ; ces variables sont-elles indépendantes ?

U=X+Y, V=

On donne :

! m—1 n—1 3, _ ['(m)I'(n)
At (-0t = b

ol I' est la fonction d’Euler :

On rappelle que pour z € N, I'(2) = (z — 1)\

Exercice 69 Une variable aléatoire X suit une loi normale A'(m(\), 1) ot A est un paramétre
aléatoire prenant les valeurs 0, 1,2 avec les probabilités

PA=0)=a PA=1)=1—-2a PA=2)=a.

La moyenne de X est donnée par m(A) = A — 1.

1. Quelles sont les conditions sur a pour que le support de P soit {0,1,2} 7
2. Z suit une loi normale centrée réduite. Soit 25 € RT, le réel tel que

6 = P(Z > .CIZB) .
Déterminer en fonction de (8 les probabilités
P(Z<£E5), P(Z<—l’5), P(’Z‘<$ﬁ)

3. La table de la loi gaussienne centrée réduite donne les valeurs 3 associées aux zg.
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25=0, B=05

v5=1, B=0,15
rg=2, [=0,023
Calculer, en fonction de a, la probabilité P(—1 < X < 1).

5 Exercices sur les suites de variables aléatoires

Exercice 70 (Inégalité de Holder) Soient p et ¢ deux réels positifs tels que i + % = 1.
Soient X et Y deux variables aléatoires possédant respectivement un moment d’ordre p et un
moment d’ordre ¢. L’'inégalité d’Holder que I'on va démontrer est

E[|XY]] < (E[|X|7])» (E[|Y]7])s

1) Soient z,y deux réels positifs. En utilisant la concavité de In, c¢’est-a-dire pour tout
A €]0,1]
In(Az + (1 — A)y) > An(z) + (1 — ) In(y),
montrer I'inégalité (appelée inégalité de Young)
T

ry < — + —.
p q

2) En posant X = W et Y = W, montrer I'inégalité d’Holder.
3) On suppose que X a un moment d’ordre s. Soit 0 < r < s. En appliquant I'inégalité

d’Holder aux variables | X|" et 1 avec p = 7, et ¢ = -£5 son conjugué, montrer
p—1
E[| X[ < E[IX]]V?.
En déduire que X a un moment d’ordre r pour tout r < s.

Exercice 71 [Une loi forte des grands nombres| Soit (X,,,n > 1) une suite de variables aléa-
toires indépendantes telles que pour tout k > 1, E[X;] = 0 et E[X}] < K ot K est un réel
positif indépendant de k. On pose S, = > ;_, X}, on va montrer que

S

— — 0 p.s.
N n—oo

4
n n—00

1) En utilisant le résultat de la derniére question de I'exercice précédent. Justifier que E[X7?],
E[X?] ont un sens. Montrer que

E

E[S}] =E

ZX,§+6ZX3XJ?] .

k>1 1<j

16



2) Montrer que E[X?]? < E[X}], en déduire
E[S}] < nK + 3n(n — 1)K < 3Kn”.
3) Montrer que
E

Z(sn/n>4] 3% %

n>1 n>1

4
n n—00

4) Montrer que E [an(sn/”)ﬂ < oo implique que

En déduire que

E

P[S,/n — 0] = 1.

Exercice 72 Soient (X;) une suite de variables aléatoires indépendantes de méme loi de Poisson
de parameétre 1.
1) Quelle est la loi de S, = > | X;?
Sn—E[Sn]

2) On pose Sk = ol En utilisant le théoréme central limite, déterminer
ar(Sn

lim P(S* < 0).
3) En déduire un équivalent de > ;_, 7{—’:

Exercice 73 On dispose d’un dé. On cherche a savoir s’il est truqué ou non. Pour cela on va
étudier la différence entre la fréquence d’apparition de 6 lors de n lancers de dé et 1/6. Soit IV,
le nombre de 6 obtenus parmi n lancers. Déterminer la loi de N,,. On définit f, par :

Déterminer 'espérance et la variance de f,
1 En utilisant 'inégalité de Bienaymé-Tchebychev, montrer que

1 5
P(|F,—=[>001)<-— "
(’ = ) = 36n x 0.012

2) Estimer avec l'inégalité précédente, le nombre de lancers que l'on doit effectuer pour
qu’au cours de ces lancers la fréquence d’apparition de 6 différe de 1/6 d’au plus 1/100
avec un risque d’erreur inférieur & 5/1007?

3) Estimer ce nombre avec le théoréme central limite.

Exercice 74 Un joueur pense qu'un dé est pipé. Il le lance 720 fois, et obtient six 150 fois.
Quelle conclusion le joueur peut-il en tirer ?
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